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I. INTRODUCTION 
On considere un espace mesure (Q, Z, m) et le generateur infinitesimal A 
d’un semi-groupe d’operateurs lineaires (T,),,, dtfinis sur L*(Q, Z, m), 
veritiant les deux hypotheses suivantes: 
(H 1) Le semi-groupe (T,), z o est analytique borne sur L*(!Z, Z, wz). 
(H2) Pour PE [l, +co] et pourfELP(Q)n L’(Q) on a 
vt>o, llT,fll,~ llfll,. 
Ces hypotheses entrainent, par interpolation, que (T,) detinit un semi- 
groupe analytique borne sur L”(Q) pour p E ] 1, + cu [ (cf. [ 15, chap. 31). 
Le generateur infinitesimal de ce semi-groupe sera encore note A. Nous 
renvoyons a [7] ou [ 163 pour lcs proprietes classiques des semi-groupcs 
analytiques. 
On associe classiquement a l’operateur A le probleme d’evolution sui- 
vant: 
$4U--f sur IO, TC, 
u(0) = 0 
oti f est une fonction de t E 10, T[ (0 < Tc GU), ii valeurs dans up espace de 
fonctions sur Q. Munissons l’intervalle [0, T] de la mesure de Lebesgue dt 
et I’espace [0, T] x Q de la mesure produit dt @ m. L’objet de ce travail est 
de montrer le resultat suivant sous les hypotheses (Hl ) et (H2): 
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TH~OR~ME 1. Soit PE 11, + oo[. Si f~ Lp( [0, T] x 52) = Lp( [0, T]; 
Lp(!2)), le probleme (I) admet une solution u continue sur [0, T], a valeurs 
duns Lp(Q), telle que les fonctions duJdt et Au (definies presque partout sur 
[0, T]) appartiennent a Lp([O, T]; Lp(!2)) et: 
+ IlAull L~(Co.TIXn)~cp Ilf /ILP([O,T,xR) 
WCO,TI x0) 
la constante C, ne dependant que de p et des constantes d’holomorphie du 
semi-groupe (T,), 20 (mais pas de T). 
De ce resultat, on peut deduire, par des methodes classiques, le corollaire 
suivant (cf. [5], [8]). 
COROLLAIRE 1.1. Si f E LP( [O, T]; Ly(Q)), avec 1 < p, q < 00, le pro- 
bkme (I) admet une solution u telle que duldt et Au appartiennent d 
Lp([O, T]; Ly(Q)) et: 
du II 1 dr + II Aull L~CO.TI:LT~)) d c,, II f II Lq[O.Tl;l.‘i(Q)) w[o,rl;L~(f2)) 
Remarque. Ces rtsultats ont ete motives par une question de H. Brezis 
(presentee dans [S]) sur la regularite des solutions d’tquations d’evolution 
dans les espaces de Banach. 11s apparaissent comme une extension de pro- 
prittts connues pour l’equation de la chaleur dans un domaine de R” (cf. 
[9, theoreme 9.1; 10 chapitre IV]. Notons cependant qu’on ne peut obtenir 
l’ensemble des rtsultats classiques pour les operateurs differentiels comme 
consequence du theoreme 1. En effet, si A est un operateur differentiel ellip- 
tique d’ordre quelconque, la propriete de contraction du semi-groupe 
(hypothese (H2)) n’est pas veriliee en general. 
Le plan de la demonstration du theoreme 1 est le suivant: 
(1) Dans le paragraphe 2, nous detinissons une famille analytique 
d’operateurs ur L2(R x Q) et nous deduisons le theoreme 1 d’estimations 
dans Lp pour cette famille d’optrateurs, par interpolation. 
(2) Dans le paragraphe 3, nous montrons les estimations utilisees 
dans le paragraphe 2 par la mtthode de transfert de Coifman et Weiss. 
La methode de transfert a deja et& utiliste dans l’etude des semi-groupes 
de contractions et, plus precisement, en “theorie de Littlewood- 
Paley-Stein” (cf. [3,4, 61). Sa mise en oeuvre ntcessite seulement’l’hypo- 
these (H2). La methode d’interpolation complexe permet d’exploiter des 
hypotheses compltmentaires: dans [6], la symttrie du semi-groupe, ici son 
analyticite (hypothese (H 1)). Notons que l’hypothese (H 1) est essentielle 
pour obtenir le theoreme 1. 
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II. UNE FAMILLE ANALYTIQUE D’OP~RATEURS 
La solution faible du probleme I est classiquement delinie par: u(t) = 
s; T,f’(t -s) d F p our,f‘E L’( [0, T]; L”(O)) et, moyennant des hypotheses de 
rtgularite sur f; cette solution est une solution forte (cf. [ 12, chap. IV]). 
L’operateur qui a .f’ (suffisamment rtguliere) associe ctu/& s’exprime simple- 
ment en transformee de Fourier. Les fonctions detinies sur [0, T] etant 
prolongees par 0 en dehors de [0, T], on veritie que pour f’continument 
derivable a support compact, a valeurs dans L’(Q), on a: 
(2.1) 
la transformee de Fourier etant delinie par: f(r) = {: I e “<j”(r) dt. 
Dans l’tgalite (2.1), le second membre est bien dtlini en raison de l’ana- 
lyticite du semi-groupe engendre par A. Notons en effet r,($ E 10, rr[) le 
secteur du plan complexe defini par: fli, = {i E @ 1 larg [I < $}. 
L’hypothese (Hl) entraine l’existence d’un angle II/ E ]7r/2, rc[ tel que 
(i - A ) soit inversible si i E f 3 et d’une constante C telle que: 
(2.2) 
(cf. [7], theoreme 2.33). 
De cette inegalite on deduit aisement l’estimation: I(du/dtII L~clO,T, XR, d 
c2 II f’ II L2( [O,T] xR) P our ,f suffkamment reguliere et, par densite, le theo- 
rime 1 pour p = 2. 
Nous definissons maintenant une famille analytique d’operateurs sur 
L2(R x Sz). Soit B l’ensemble des nombres complexes z de partie rtelle 
Rrz E 10, 1 [, et soit B l’adherence de B. Notons $0 et II/r deux reels tels que: 
Si z E B et si 4 est un reel non nul le nombre complexe p(z, 5) = 
]<I exp[i($,z+ r+ko(l -z)) sgn(i’)] est dans r,(sgn t = 1 si 5 30, - 1 si 
r < 0). Compte-tenu de (2.2) on definit alors un operateur lineaire borne U, 
de L2( IR x Q) = L2( R; L2(Q)) dans lui-m&me en posant 
~Gi5)=p(z, t)(P(z, 5)-A)- ‘fk3. 
L’application z ++ Uz est continue born&e de B dans l’espace des optrateurs 
lineaires born& sur L2(R x Q), et analytique dans B. On a en particulier 
(2.3) 
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De plus si 9 v&lie: tj i 8 + tjO( 1 - 9) = 7c/2, on a 
Gk)=iw&w%). (2.4) 
Ce qui prouve que, pour f nulle hors de [0, T], U,9 f est la deride de la 
solution du probleme (I). 
Dans le paragraphe 3, nous demontrerons le theoreme suivant: 
TH~OR~ME 2. Soit q E 11, + KI [. I1 existe me constante C, telle que: 
VtER, Q~EL~(IWXSZ)~L~([WX~~) IIUi,fllLq~Cy ilfllLv. (2.5) 
Montrons comment le theoreme 1 se deduit du theoreme 2: Soit 
pE]l, +co[; on peut trouver 4611, +co[, $,E]0,7~/2[, $,E]n/2,rC,[ et 
9 E IO, 1[ tels que 
1 9 l-8 -z-+-, 
P2 4 
Compte-tenu des estimations (2.3) et (2.5) on a, par ie theoreme d’inter- 
polation de Stein [14]: I)UsJ‘I(Lp(R,,,d Cb II f (ILP(RXn,. Ce qui demontre 
le thtoreme 1, compte-tenu de (2.4). 
III. UTILISATION DE LA M~ZTHODE DE TRANSFERT 
Ce paragraphe est consacre a la demonstration du theoreme 2. 
Les operateurs U,, sont definis par: 
n 
u,.f(<)=dit, S)CP(it, O-Almm’fIt) 
pour feL*(R;L*(R)). Et on a 
p(it, () = 151 ei$osgn(5) evC-t(ll/l -It/d sgn(5)l. 
Par consequent, si on pose: R(g) = 151 eiGoSgnco[l~l e’+Osgn’t) -A],-‘, on a, 
en notant xa la fonction caracttristique dun ensemble A: 
6ht2 = C&e’(++W xl- ,,oc(5) + ~Ce-“lLL-mtiW x~~,+~~(~)I f(t  
et en particulier: UG(t) = @of({). 
?80:72:2-4 
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II en resulte que pour montrer le thtoreme 2, il &lit de montrer que U/, 
delinit un operateur borne sur L”(R! x a) pour 1 < p < n3. En effet, si U, 
est borne sur Lp(R x a), I’operateur V, delini par c(r) = k((n<)f(<), 
avec A>O, est borne et a m&me norme que U,, et il est bien connu que 
I’operateur H defmi par: G(r) = 1 cO,+zl(~)p(S) est borne sur Lp(Rx52). 
Nous allons montrer que U, est borne en utilisant la methode de trans- 
fert. Pour tenir compte de la dependance par rapport a la variable t, intro- 
duisons le groupe (Q), t R des optrateurs de translation sur L”(R): 
Q,S( t) = f( t - 5). L’operateur Qr 0 T, est alors defini sur Lp( R; Lp(sZ)) par 
la relation: [(Q, 0 T,Y)F],,, = T,F( t - 5). On peut, suivant les idles de 
[3, 41, enoncer le theoreme de transfert suivant: 
TH~OR~ME 3.1. Soit une fonction (PE L’(R*), nulle en dehors de l?4 x 
[0, + co[, et soit N,(q) la norme de I’opPrateur de convolution par cp sur 
Lp( [w x R). Pour tout semi-groupe fortement continu (T,),, 0 vkrij?ant I’hypo- 
thPse (H2), on a 
Demonstration. Par une discrttisation convenable, on se ramene a mon- 
trer que pour tout optrateur S tel que: 1 d q < co et fE Lq(12) n L2(Q) * 
II Sfll LY(f2) G II f II LO(C) et pour toute fonction a sur le groupe G = R! x Z, inte- 
grable par rapport A la mesure de Haar sur G, nulle en dehors de R x N, 
on a: 
a(,, j)Qr 0 S’ d N,(a) (3.1) 
LP(RxR)-U(RxQI 
ou N,(a) est la norme de l’operateur de convolution par a sur Lp(R x Z) 
(pour cette discretisation, voir [4, p. 231). 
La contraction S est “sous-positive” au sens de [3] et on peut lui appli- 
quer un theoreme de dilatation, dtmontre A I’origine pour les contractions 
positives dans [ 1, 21, generalid au cas sous-positif dans [3] et [ 131. Cela 
permet de supposer que S est une isometric inversible de l’espace Lp(Q). 
Comme (Q,AE R est un groupe d’isometries, l’inegalite (3.1) est alors une 
simple consequence du thltoreme de transfert de Coifman-Weiss [4, theo- 
reme 2.4, p. 91. 
On cherche maintenant a tcrire l’opkrateur U, sous la forme: U, = 
1 p(dr, ds) Qr @ T, oti p est une distribution temperbe sur lFJ2(p E Y’(R2)) a 
support dans R x [0, + cc [. Pour cela on passe, formellement, en transfor- 
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mee de Fourier, par rapport a t, et on tcrit T, = esA ce qui conduit a la 
distribution p,, dont la transformte de Fourier sur R2 est detinie par: 
LEMME 3.2. (i) uLo est une distribution temperee et son support est 
contenu dans R! x [0, + 00 [I. 
(ii) La convolution par u,, definit un operateur borne de Lp(R x R) 
dans lui-meme, pour p E ] 1, + cc [I. 
Demonstration. La propritte (i) se demontre de facon elementaire. 
Pour (ii), il suflit de verifier les conditions de Mikhlin sur la transformee de 
Fourier. 
Nous aurons egalement besoin du lemme suivant, pour pouvoir utiliser 
le theoreme 3.1. 
LEMME 3.3. Soit u une distribution temperee sur 5X*, a support dans 
Rx [0, + CQ[, definissant un convoluteur de Lp(R x R). II existe une suite 
(cp,,) de fonctions appartenant a la classe de Schwartz Y(R’) telles que: 
(i) Chaque fonction (Pi est nulle en dehors de R x [0, + n3 [. 
(ii) N,(cp,) <N,(p) pour tout n. 
(iii) La suite (P,, converge vers u au sens des distributions tempt+&. 
Demonstration. Soit (u,), E N une suite de fonctions positives, indefini- 
ment derivables, nulles en dehors de [ - l/n, l/n] x [0, l/n], et telles que: 
jR2 u, = 1; la suite (Pi definie par: 
(PJx, y x2) = e -(X:+‘:)yU, * p)(x,, x2) 
vtrilie des proprietes (i), (ii), (iii) demand&es (pour le voir, on procede 
comme dans [ll, pp. 121, 1221). 
Demonstration du theortme 2. Nous pouvons maintenant achever la 
demonstration du thtoreme 2. Soit cp,, une suite de fonctions associte a la 
mesure pLo par le lemme 3. 
Par le theoreme 3.1 on a 
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Cette inegaliti, appliquee au semi-groupe engendrt, par A -u, avec a > 0 
donne: 
!I (P,~(T., s) epN’Qr@ T,y do ds w x [(As [ II G up. LP(R*f2)-+LP(WxR) 
Notons ,Xr) l’operateur IR x cO.zt (p,Js, s) e “‘Q, 0 T, d7 ds et X’(:l) 
l’optrateur defini en transformee de Fourier par: 
Soit d l’espace des fonctions de L*(R x Sz) qui peuvent se mettre sous la 
forme C;=, f, @ T,, gi, avec des J. dans Y(R), des ti > 0 et des gi bornees 
sur n, nulles en dehors dun ensemble de mesure iinie. 11 est clair que & est 
dense dans Lp(R x Sz). Pour F, @E & on a, en notant ( ., ) le produi 
scalaire dans L*( R x 52): 
ICKP’E @>I O,ho) IIFllLqWxn, Il@llL~.(~Bxn, (3.2 
le nombre p’ etant defini par I/p + l/p’ = 1. 
Pour conclure nous utilisons le lemme suivant, dlmontre en annexe: 
LEMME 3.4. Pour F, @E&, on a: lim,,, (Xf’F, @) = (Xg’F, @i>. 
De ce lemme et de I’inegalite (3.2), on deduit que Xg,) d&nit un optra- 
teur borne sur I,“( R x 52), de norme au plus &gale a N,(p,,). Faisant tendre 
a vers 0, on obtient que U, est borne, ce qui acheve la demonstration du 
theoreme 2. 
Remarque 3.5. Dans [6], des theoremes de multiplicateurs generalisant 
celui de [ 151 sont obtenus pour des semi-groupes autoadjoints sur L*(Q), 
veriliant l’hypothese (H2). En utilisant la methode de transfert comme ci- 
dessus et en reprenant les idles de [6], on peut montrer la bornitude de 
certains operateurs associes a de tels semi-groupes ur Lp(R x 8). Conside- 
rons, plus precistment, une fonction M mesurable bornte sur R x 10, + co [ 
a valeurs dans @ et notons T, I’operateur defini sur L*(R; L*(a)) par: 
ou (E,),,, est la resolution de I’idendite associte au semi-groupe T,: T, = 
s [o.+m[ e ” dE,. La demonstration du thtortme suivant est parallele a celle 
du theoreme 3 bis de [6]. 
SEMI-GROUPESDECONTRACTIONSDANSLP 259 
TH~OR~ME 3.6. On suppose que M est la restriction a Rx 10, + 03[ 
d’une fonction definie sur R x rni2, encore notee M, ayant les proprietts 
suivantes: 
(i) Pour zfixe, la fonction 5 w M(<, z) est derivable sur R - {0}, de 
deriuee (aM/a<)(t, z). 
(ii) Pour [ E R, I’application z w M( 5, z) est holomorphe duns T,,z. 
(iii) Pour r f-0, I’application zt-+ (aM/a[)(t, z) est holomorphe dans 
I- n/2. 
(iv) Pour tout cp E [O, n/2[, il existe une constante C, telle que: 
v(r,z)E[Wxrq, IM5, z)l G c,, 
Alors T, de@& un operateur lineaire borne sur L’(lR x Q), pour 1 < p < co. 
ANNEXE: DEMONSTRATION DU LEMME 3.4 
On peut supposer F=f@ T, g et @ = $0 h avec f et II/ dans Y( KY), 
h = T,h’, t et s strictement positifs, g et h’ bornees, nulles en dehors d’un 
ensemble de mesure finie dans 52. On a alors: 
(3Q”‘F @) ” 7 L2(R XR) 
= dT~~scp,(~,s)e-‘*“(Q,f~T,+,g,~Oh),~,..,, I 
= dzds~p,(T,s)e-““(Q,f,~>.2,1W)(T,+,g,h)L2,n, I 
oti n est la fonction detinie par: rc(<) = f(t) fi. 
La fonction s H e-O’( T, + s g, h), dttinie seulement pour s >, -t, n’est 
pas dans Y(R). Introduisons une fonction p de classe C” sur R, Cgale 
a 1 dans un voisinage de [0, + 00 [, nulle en dehors de [ - t/2, + co [; 
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la fonction x dkfinie par: x(s) = p(s) P ““(T,+,sg,h) si s3 -t/2, x(s)=0 
si s < -t/2, est dans Y(R) et on a: 
D’oti, par la proprittt: (iii) du lemme 3.3: 
(dans le membre de droite les crochets ( , ) expriment la dualitt entre 
Y’(R2) et Y(R’)). 
Passant en transformie de Fourier on obtient: 
oti M(<, [) est la fonction dtfinie sur R’ x r, ia par: 
On a, pour chaque [, en utilisant la formule de Cauchy et l’analyticitk du 
semi-groupe (T,), 3 “: 
=I^ duM(t,iu) e’““p(s)e ““(T,+,,g,h)ds 
Fz 
-((il:+A-a)ml T,g,h) 1 
= -JK’ duM(t, iu)((iu+A-a)-’ T,g, h) 
rm 
-1 2 
= 2i71 (*, s du M(5, ju) era I, dz & ((z+a-A)-‘g,h) 
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oh y est un contour contenu dans le demi-plan {[E d= 1Re i < 0}, ne 
rencontrant pas le spectre de A - a, tel que Ye,) - ?te’ iV pour t + &co, 
avec cp E Id% II/ IC. 
Par une nouvelle utilisation de la formule de Cauchy: 
’ j dz e”‘+“’ 141 e 
+a sgn 5 
=- 
i j’ ((z+~--A)r’w+) 15, e’h”g”C-z 
=h IiJl eitioSgn5([I(1 e’“oSg”r+u-A]pl T,g,h). 
En reportant dans l’ttgalitk (*) on obtient: 
x ([\(I e’+osg”5 +a-A]-‘T,g,h) 
= (XX’“‘F @) 71. > ce qui achkve la dttmonstration. 
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